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Mathematische Spiele und Unterhaltungen
P.Gerl, Salzburg

t.Binleitung

Unterhaltung hat viele Formen und kann auf verschiedenem Niveau
stattfinden; im folgenden sollen einige mathematische Spiele und
Unterhaltungen beschrieben werden, die verschiedenen Niveaus
entaprechen und mathematische Aussagen in verschiedenen Verklei-
dungen beschreiben. Gerade das Letztere ist sehr wichtig, denn es
zeigt sich immer wieder, daf viele Personen erst dann ilber ein
Problem nachzudenken beginnen, wenn es entsprechend eingekleidet
ist; das sollte also schon Motiv genug sein, mdglichst grofle Teile
der Mathematik so gut wie mdglich zu verpacken und sich auch Uber
die Verpackung selbst Gedanken zu machen. Das wird im folgenden

allerdings nur teilweise geschehen.

Ein weiterer, sehr wichtiger Aspekt ist die Betonung der Vielfalt
der Mathematik; es sind zwar viele Gebiete gut durchforscht und
mehr oder weniger abgeschlossen, aber es gibt noch viel mehr offene
Probleme, von denen einige durchaus mit etwas Geduld auch flr Nicht-
spezialisten 16sbar sind. Nur muf man gelegentlich darauf hinweisenj
perade Aufgaben Uber Spiele und Unterhaltungen eignen sich hervor-

ragend dazu,

SchlieBlich scheint mir noch besonders wichtig, immer wieder Freude
an mathematischen Fragestellungen zu wecken zu versuchen. Werden

(wie meistens)nur fertige Theorien vorgefiihrt, dann scheint es fir
den Lernenden ganz hoffnungslos, auch aktiv etwas beitragen zu
kénnen. Deshalb snollten, so oft es mdglich ist, kleine Probleme

(Fut verpanktf ;orgestellt werden, die gelepentlich doch zum Kach-
denken anregén. Auch die im folpenden anpefiihrten konkreten Beispiele
sollen nicht gleich geldat, sondern eher so dargeboten werden, wie

ein Physiker eine Reihe von Experimenten durchfiihrt, um schlieBlich




eine neue Erkenntnie zu erhslten (Kennen Sic¢ Ubrigens den Unter-

achied zwischen einem Mathemaztiker und einem FPhysiker? - Bs wird
heiden die Aufpabe gestellt, heiBes Wasser fiur einen Tee zu be-
reiten. Der Physiker: ®Ich gebe Wasser in den Teekessel, stclle

ihn auf den Herd, schalte diesen ein und warte, biz des Wasser

heii ist !'" Der Mathematiker sagt: "Ich meche ee genav s80.% Denn
wird die weitere Aufgabe gestellt: "Wie gehen Sie vor, wenn berecites
Wrsser im Teekessel ist und diescr auf dem Herd etehtT® Per Physiker:
"Jch schalte den Herd ein und werie, bie das Wasser hellf ist.® Der
Mathemztiker: "Ich nehme den Teekessel vow Herd, schiitte das VWaeser

aus und habe dann die neue Aufgsbe suf die alte zurlckgefithrt.").

2. Spiele
Miinzen legen: Zwel Spieler legen sbwechselnd je eine Schilling-Minze

auf ein rechteckiges Spielbretf. ¥er zuletzt eine Minze legen
kann, gewinnt. Wer wind gewinnen? - Die I¥sung ist sehr éinfaeh,
wvenn man sie kennt. Der ereste Spicler legt seine erste Minze gensu
in die Mitte des Spielfeldes und legt jede weiterc Mlnze gemnau
symmetrisch (bzgl.des Mittelpunktes des Speilbrette) zur szuletzt
gelegten des zweiten Spielers. Auf diese VWelse kenn der erete Sphler
stets éewinnen. Man sagt auch, er hat eine Cewinnatretegie; das
ist also eine Regel, die angibt, welche weiteren Zlge (die von der
jeweiligen Spielsituation abhiingen werder) schlieBlich zum Sieg
fihren. Allgemein sagen wir ebenec:

gewinnstrétegie eines Splelers = Mdglichkeit, die Spiclzlige so0 zu

machen, daf er gewinnen wird.
Der (mathematische) ldeal in der Behandlung einece Spleles besteht
derin, explizit eine CGevinnstrategie fir einén'der Spleler anzugeben.
Varistionen zu Minzen legen: Anderes Spielbrett (nicht rechteckig),
andere Spielsteine (nicht Kreisscheiben); obige Symmetrieliberlegung
garantiert in vielen Fillen den Hiep des ersten Spielers (bei guter

Spielweise).




Spiel t mit Graphen: Zwel Spieler zichen abwechselnd. Zu Beginn

liegen n Pluszeichen (jedes hat 4 freie Arme)vor.

1.2ug
aCEE:::::::::::Bo Spielzug: Zwei freie Arme (eines oder zveler

BT verschiededer Pluszeichen) verbinden und auf
.“-":: 2.2ug gdieser Verbindungslinie ein neues Pluszeichen
(mit je einem freiern Arm muf verschiedenen Seiten
3.Zug der Verbindungelinie) markieren. Jeder freie
(Pig.1) Arm darf nur einmal verwendet werden und die
Verbindungelinien von freien Armen dUrfen sich nicht schneiden (— es
enteteht ein ebener Graph).
Sieger: Wer zuletzt ziehen kann. (Pig.! zeigt ein Spiel, bei dem
2 Pluezeichen gegeber waren, nach zwei Spielzligen).
Diskussion: n Pluszeichen zu Beginn bedeuten 4n freie Arwe; jeder
Spielzug verbraucht 2 freie Arme und schafft ebensoviele, &lso &ind
in jeder Spielsitustiorn 4n freie Arme vorhanden. Ir Laufe des Spielec
wird durch die gezeichneten Verbindungeslinien die Ebene in Gebiete
unterteilt. Das Spiel ist zu Ende, wenn in keines dieser entsiandenen
Geblete 2 freie Arme veisen (sonst kbnnte ja weitergespielt werden);
andererseite schafft die letzte Verbindungslinie, die sc eln Gebiet
festlegt, einen freien Arm in diesem Gebiet. Ea giht slso su Spiel-
ende genau s¢ viele Geblete wie freie Arme, dnae sind 4n. ¥Weiter ist
klar, daB der CGraph, der zu Splelende vorhanden ist, zusammenhdngend
ist (denn sonst whiren im AulBengebiet mindestens 2 frele Arme und es
kénnte weltergespielt werden). Wir kinnen deher die Buler'sche Formel
e -~k +f =2
auf den entetandenen Graphen zu Spielende anwenden (dabei ist e =
Anzshl der Bcken, k = Anzahl der Kanten, f = Anzshl der Gebiete).
Wir zHhlen wie folgt ab: Jedes Pluszeichen fassen wir suf als be-
stehend aus 5 Ecken und 4 Kanten. Bel einem Splelzug kommen 3 neue

Ecken und 4 neue Kanten dazu (Fig.1). let da=s Spiel nach x Ziigen zu

'Ende. so gilt also (wenn zu Beinn n Pluszeichen, also 5 n Ecken und
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4 n Kanten vorhanden waren): e —.k + f=(5n + 3x) - (4n + 4x) + 4n =
daher ist x = 5n - 2. Dieses Spiel ist also nach genau 5n - 2 Spiel-
zligen zu Ende; dabei ist gaunz egal, vwie die einzélnen Spieler spielén.
Es folgt somit: Jede Strategie ist eine Gewinnstrategie fir den

1 .Spieler, wenn n ungerade ist,

2.Spieler, wenn n gerade ist.
Bs liegt also kein Spiel im ublichen Sinn vor (der 1.Spieler kann
spielen, wie er will; er wird immer gewinnen miigsern, wenn n ungerade
ist).
Die oben angegebene Buler'sche Formel hat auBerordentlich viele An-
wendungen, von denen noch eine zitiert werden soll, die sich auf den
sogenannten Kraftwerksgraphen bezieht.

3 Héuser Hi, HZ, H3 sollen mit Strom (S), Gas (
und Wasser (W) versorgt werden. Ist es mdglich,

H, B, Hy
(o} (¢} o die Leitungen so zu legen, daB sie sich nicht
kreuzen? (Fig.2) ’
o o o] Wenn das mbglich ist, dann entsteht also ein
S G W
ebener, zusammenhingender Graph mit e = 6 Ecken
. (Fig.2) . k = 9 Kanten und daher (e-k+f=6-9+f=2) f=5 Ge-

bieten. Da es in diesem Graphen keine Drei-
ecke gibt, (jedes Gebiet hat mindestens 4 Kanten), gilt 18=2k>4f=20,
ein offensichtlicher Widerspruch. Alsoc miissen Uberkreuzungen der
Leitungen auftreten.

Literatur: [ 13],[5],(s.11-18)

Spiel 2 mit Graphen: Zwei Spieler ziehen abwechselnd. Zu Beginn
n = 2 '
sind n Punkte gegeben.

,;}—§~<k\ -0 gpielzug: Ein neuer Punki wird gewZhlt und dieser
/ \

wird durch 2 Verbindungslinien mit bereits vor-

) /
\ 1.ZwJ i;Jio handenen Punkten (die zusammenfallen konnen)

/
:Zzio«/’ verbunden. Dabei dlirfen:
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- ~ich Verbindungslinien nicht schneiden

- durch jeden Punkt hdchstens 3 Linien gehen (es entsteht also
kein ebener Graph).

Jirger: Wer zuletzt ziehen kann. (Fig.3 zeigt ein Spiel, bei dem

? Pmkte gepeben waren, nach 3 Splelzligen).

Bine vollstdndige Analyse dieses Spiels ateht noch aus, aber es

izt leicht zu asehen, daBd hdchstens 3n-t Spielziige mbglich sipd:

Die n Punkte zu Beginn liefern 3n mégliche Kantenendpﬁnkte& Jeder
Ipinrlzug achafft einen neuen Punki, also 3 adgliche Yantenendpunkte,
7oy braucht aber 4 Xantenenden (da 2 Yerbindurngskanien gezmogen weaiden).
Pnher verringert jeder Splelzug dis méglichen Xantenendpunkte um 1,
Nach %n-1 Zigen {wena iberhaupt so viele mbglich sind) dleibt also
nur mehr 1 mdéglicher Yantenendpunkt; a8 kann alao keine KXante mehr
singezeichnet werden.

20 int im allgemeinen nicht bekannt, welcher 3pieler esine Gewinn-
rhratogie hat {(das Problem ist, dad der Braph hei Opielende nicht
zusammenhiingend sein mu8).Mit vielesn Pallunterscheidungen konnte
sezelst werden: Bel n=3.4,5 {(1,2,6) kann der erate {zvweilte) Spleler
bei pguter Opielwelse gewinnen.

Literatur: [ 5] (9.11-18), [ 9]

22 #ibt aber doch allgemeine Aussagen, die auch beil Spizlen wies diesen

t

13 id w4
di1ie X8

benz von Gewinnsirategmion fir sinen der 3pleler alchern,

wenn nun das Jpiel nach endlich vielen Zigen endst,

32tz _von der Bxistenz von Cewinnasirateglen: Brfillt =2in Zwelparsonen-

spiel 1) die Spisler ziehen abwechaelnd
?) ea zibt kein Unentachieden
3) dar Spiel ist nach hochatens N ( 1 < N < ») Spielzigen aue,

dann hat einer der heiden Spieler eine Gewinnstrategie {das bedeutet

also, daB bei optimnler Spielweine stets der gleiche Splzler das

Spiel gewinnen wird) (vgl. [ 8],5.160-161).
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7wel Spieler 3 (W) legen abwechselnd
jo sinen @ (o) Stein in ein Peld
eines 11 x 11 - Spielbreties; 3 (W)
gewinnt, wenn er zuerst 2ine o (o) -
Xatte von achwars nach schwarz {wveid
nach weiB8) hat (Pig.4 zeigt siae Je-
winnkette fiir 3).

(Fig.4)

Diskussgion: 3s ist (zumindest anschaulich} laicht einzuschen,da8

Hex nicht unentachieden enden kann; denn stellt man sich stiwa

4 als Wasser und § als Dammbauver vor (e-Steine sind ZBrhdhungen,
o-Steine Veritiefungen), aann muB bei Splelende entweder das Wasser
weil mit weiB verbunden cder aber ein Damm von schwarz nach schyars
entstanden sein. Eine genauere Analyse zeight, da8 der arate Ipleler
atota eine Gewinnstrategie hat (das folgt auch aus dem vorigen 3atz,
da dns Spiel nach hochstens N = 11:11 Zligen zu Bnde ist}; allerdings
iat bis heuite unbekannt, wie diese aussieht. - 3s ist aulerdem
bemerkenawert, daB die obige Aussage, o3 kana keln Unentachizsden
zeben, lquivalent ist zum BROUWER'schen Fixpunkisatlz in der Zbene
{("Jede stetige Abbildung dss abpeschlcssenen Binheilsquadrates in
nich hat mindestens einen Pixpunki®),

Literatur: [33), [ 4%) (3.33-39)

7, (lick~~nielr

Minzen werfen: Zine gute Minze wird so lange gZe-

¥
yé:7/lﬁ€>~i§>—"%g) A gewinnt worfen, bis hinterainander XX {Xopf=~

g \WY, Kopf) oder 2K {Zahl-Kopf) vorkcmat,

2
.,T;-’...--.,\K) B gowinnt

V& zuerst 2K vorkommt,

Spleler A gewlinnt, wenn zuerst KX

vorkomat, Spisler 3 gewinnt, wenn

st dieses Spirl fair? (d.h. ist die ¥ahracheinlichkeit, daB A pe-

winnt, ;mleich der Wnhracheinlichkeit, da8 8 gewinnt?)
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Disyussion: P1g.S stsll: den Ablauf desa Spleles aymbollisch dar;

1ahel Dedeuted ein Pfeil, daB8 dls Minse geworfen wird.‘und die
7ahkl bel sinem Pfail die Wahracheinlichkell des Ergebnisées, das
Yoim Pfzilende 3teht. Spieler A hat nur =2ine sinzige ﬂﬁglichkeit,
zu gewinnen: 2s muf nimlich teim eraten Wurf und avch belim zweiten

die Minze X zeigen, Baides iritt =it Zahracheinlichkeit % a2in,

also gilt

%.%é%und daher

W (B gewinnt) = 1 - ¥ (A gewinnt) = }

¥ (A gewinnt)

(denn in 2llen anderen Pillen wird achliz8lich B gewinnen). Das
3piel iat also recht unfair.

VYariation: Was ergibt sich, wenn Spizler B dei XZ {statt bei ZK)
gewinnt? %s 1at leicht zu sehen, 428 dann Jaa Splel falr wird.

Literatur: [2] (Band 2)

Xatte bilden: Auf eines Blatt Tapier werden 6 (2n}

das Papier wird dann in der Mitte

‘“1 l.l.”| parallele Ceradensticke gezelchnet,
l gefaltet. Der !.3pieler verbindet
123458 je 2 Brden einer Seite, der 2.Splasler
?ig.6 32 2 Zndea der sndersn Jelte. Der
1.3pisler gewinnt, wenn ein Ring entsieht, der 2.8pileler gewinmt,
gyenn aehrers Ringe snisizhen. ~ Iat dieses Splel falr? {d.h, is%

4 {Aing) = ¥ (mehrers Ringe) ?)

Dizkussion: Bntscheidend is% hler, dle verschisdensn Miglichkeiten
ainigermalen Ubersichtlich abzuzdhlen., DPas kann 30 geschshen:
¥achdem d2r 1.3pleler seine Verdindungen 2ingezeichned hat, werden
die Ceradenatilcke eventusll ungaordnet und 3o numseriert wis in
P1z.6, rechta. Bel welchen Verbindungen des 2.3plelers sntatesht 2in

Aing? 3r ¥ann 1 ait 3,4,5 oder 6 verbinden (3 Mdglichkeiten) und

dann 2 mit welleren zwel Geradenstilcken (2 M6glichkeiten)., Fir ainen
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Ring gibt 29 also 8 = 4.2 Mbglichkeiten. Die Anzahl aller wlglichen
Verbindungen des 2.3pielers wird analog bestimmt: Er kann | 2i¢
2,%,4,5 oder 6 verbinden (5 Mdglichkelten) und dann das nichste
freie Geradenende mit 3 weiteren; das ergibt insgesamt i5 = 5.3
Verbindungsmtglichkeiten. Also gili |

(und allgemein bei 2n Geradenstiicken

v (ring) = F:dBE ),

das Spiel ist alsc nicht fair ( fiir kein n fair).

Literatur: [63] (s.189-190)

4. Ratespiele

Minzen drehen: A legt einige Minzen auf den Tisch; 3 dreht aehr-
mals je zwel Minzen gleichzeitig um und verdecki
am Schlu8 eine Miinze. A ¥ann dann gleich sagen, ob die verdeckte
Minze X oder 2 zeigt.
Diskussion: Diesem Spiel liegt die Binteilung der natiirlichen Zahlen
in Gerade und Ungerade zugrunde. Is$ am Anfang etwa die Zahl der
Miinzen, die 2 zeigen, gerade, dann bleibt diese Zahl wihrend des
ganzen Spieles gerade {(es wird ja entweder XX, 2Z oder KZ umge-
dreht; die Anzahl der Minzen, die danach Z zeigen, dndert sich dabei
um +2, -2 oder 0, bleibt also zerade). ¥Wenn A die nicht-verdecxten
Milnzen ansieht, geht es also nur um die Zanl der 7, die zu sehen
sind. Ist diese Zahl merade, 30 zeigt die verdeckie Minze X, ist

sie ungerade, so Z.

Vertauschen zweier Buchgtaben: Bin geschlossener Linlenzug wird

gezeichnet, @o daB nur Doppelpunkte entstehen; jeder
pDoppelpunkt wird mit einem Buchstaben bezeichnet. B durchlduft
den Linienzug und ruft A der Reihe nach die beauchten ﬁucﬁstaben Zud.
An einer beliebigen Stelle darf D einmal 2 benachbarte Buchstaben

vertauschen. A kann schlieBlich sagen, welche Buchataben vertauscht

wurden.
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NSGIIRTRDAMLTCEY IOYPUJAE
HBI 11 SCUE RUQKBI A . CONMY

Pig.Ta ' |

Diskussion: Die mathematische
Aussage, die diesem Spiel zu-
grunde liegt, hat bereits
C.P.CAUSS gekannt, nidmlich:
zwischen zuei gleichen Buch-

ataben kommt 2ine gerade Anzahl

anderer Puchstaben vor. Wenn
alzo B an einer Stelle zwel
benachbarte Buchataben (etwa

¥ und Y) veriauscht, dann 3ind

e et ' swischen ¥ and X {und auch

- o 5

»wischen T und Y) eline ungerade Zshl von anderen Zuchstaben. Notlert

nich alse A dis zugerufenen Duchstabesn wie in Fig.7a {t. Duchstabe
dbew dem Strich, 2. daruntar, 3. darliber, ...), 30 sinrd genau jane
smritaunscht wocden, diz zusimal Uber bew. unter dca S%rich vorkommen.
Literatur: [ 73)(3.42-47) dleser Artikel ist sehr lsabar und enthilt

an~h sine Anwendung auf die Projskiion won ¥aoten).

Hounertrick:3 =#hlt 2ine natiirliche Zahl a (2.8, 34306), ordnet die

2iffern irgendwie uwm und snth#ls 3° {2.8.40%764), bildet
d1ie Diffevenz [r-a'] {gridere minuzs kleiucre 2ahl, zlso §%€E) und

itfer £ 0 (2.3.8).
drrden A die restlichen Ziffern mitgeteilt {595}, =0 Ymnn A gleich
die pestrichene Ziffer nennen.

Diskugnion: Dchreibt man a = aown1.30+...%abiﬁk. no gilt

AW A bt (mod 3 ): da a’ die zleiche Ziffernsusme wie a hat,

i
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Nz oa gt cay (mod 9), ist daher a-a'zo (acd 9), also |a-a’|
durch 9 teilbar. Die Ziffernsumme von Iawa‘liat gomit ein VielTaches
von 9. Die von B gestrichene Ziffer ist deher die kleinste natir-

liche Zahl mit der Eigenschaft, daB ein Vielfaches won 9 gntetehs,

wenn aie zur Ziffernsumme der aiigeteilien Zahl addiert wird.

1m Zahlenbeispiel wird 595 mitgeteilt. Diz Ziffernauams ist
549+5=19; wird 8 addiert, so ergibt sich 27=3.9, alsec wurde 3 ge-

strichen.

5. Verschiedenes

Tetraeder aus Rechteck {1gtragakl

‘Vollgidind ige Irduktion:®Alle Per-

7 A
,f \\ ll X sonen in diesem HSrsaal sind glsich
N
/ \ &
,/ \\ ¢ \\ gro8.® - *Beweis® durch vollstiandige
¢ \ ‘
/! \ P % Induktion:
’ Ny \ '
&i ‘\Il \W Induktionsanfeng: .Fir 1 Person (¥=1)

Fig.8 stimmt die Behauptung.
Induktionsachlug: R-i—3% N

Von den N Personen im Horseal wird eine (A) hinausgeschick$; nach

induktionsannahze sind die restlichen ¥3-1 alle gleich gro8. Pann

wird A wieder hereingeholt und eine znders Person hinsusgeschickt;

wisder 3ind nach induktionsannahme die verbleibenden E-1 glelch

grod (also lat A 30 zro8 wis jeds andere). Daker sind alle § Personen

in dlesem Horsaal gleich‘groa.

{Der IndukiiousschluB versagt Tlr ¥=2, also fYr 12 2). .
&
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